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数理逻辑与数学基础

符号体系［sym bolism ］ 由一系列符号和它们的组合 

规则构成，用来替代自然语言对某些知识系统进行描述、分 

析和研究。

(执笔：金人麟 校阅：史念东)

数理逻辑［mathematical logic］ 亦称符号逻辑(sy- 

mbolic logic),处于数学和数学哲学的交叉部分。数理逻辑一 

方面使用形式逻辑的思想方法研究数学及数学推理的基本原 

则和规律；另一方面使用数学工具来表示和研究形式逻辑的 

性质和结构。数理逻辑包含了很多分支和研究方向，其中最 

主要的分支为模型论、证明论、集合论和递归论(即可计算理 

论)。这四个分支的发展都和哥德尔(K. Godel)在 2 0世 纪 30 

年代完成的工作有着密切的联系。

数理逻辑是伴随着数学公理化进程而不断发展的。在 19 

世纪后期到2 0世纪初，弗雷格(G. Frege)和罗素(B. Russell) 

致力于用符号逻辑替代自然语言来描述数学原理和数学推理, 

他们发展了命题演算和谓词演算，使得数学更加系统化和严 

格化，从而使得数学和逻辑成为一体。他们的工作也使得人 

们更加了解了数学推导中逻辑语义和逻辑语法的差别。这推 

动了数学公理化的进程。但在此发展中产生了对数学公理化 

过于乐观的倾向，即认为最终可以找到一个相容的、完备的 

公理系统使得所有的数学定理，包括这个公理系统的相容性, 

都成为这个公理系统的推论。这就是所谓的希尔伯特计划。但 

是这个倾向却被哥德尔所否定。

哥德尔关于一阶逻辑的完全性定理表明数学中基于语法 

上的推导和基于语义上的推理是等价的。基于语法上的推导 

是一个按照一定规则进行的机械过程，它不依赖于原因、结 

果、以及中间过程的具体含义；基于语义上的推理则通过对每 

一语句在每个数学结构(模型)中的语义解释和真假值来确 

立原因和结果的关系。哥德尔完全性定理深刻地揭示出数学 

理论中语法形式推导和语义内容分析推理之间的一致性。哥 

德尔完全性定理也因此展现了模型在数学推理中的作用，促 

进了模型论的发展。

哥德尔第一不完全性定理成功地应用数学推理来分析逻 

辑的内涵和其局限性，并证明了希尔伯特计划的不可行性，即 

对于任意一个相容的，包含了弱算术公理的，可判定的公理系 

统，总存在一个语句使其不能从这公理系统出发来证明或反 

证。这成为另一分支证明论的起点。

为了解决在引进了无限集合后产生的各种超出当时想象 

的问题，康托尔(G. Cantor)建立了朴素集合论。但在罗素 

发现了著名的罗素悖论后，对朴素集合论进行改造就迫在眉 

睫。在策梅洛(E. Zermelo),弗伦克尔(A. Fraenkel)及其他 

数学家的努力下，集合论的公理系统如策梅洛-弗伦克尔公理 

系统，在数理逻辑的框架下得以建立。策梅洛-弗伦克尔公理 

系统的引入避免了罗素悖论。因为策梅洛-弗伦克尔公理系统 

是作为整个数学的基础理论而引进的，它的相容性就得到数 

学家们的重视。哥德尔对集合论发展的贡献存在于两个方面。 

一方面，哥德尔第二不完全性定理证明了从任意一个相容的， 

包含了弱算术公理的，可判定的公理系统出发不可能证明其 

自身的相容性。所以在策梅洛-弗伦克尔公理系统中不可能证 

明该系统的相容性，从而使人们避免了在策梅洛-弗伦克尔公 

理系统内寻找本系统相容性的无谓努力。另一方面，哥德尔 

引入了可构造性和可构造域，从而建立了选择公理和连续统 

假设和策梅洛-弗伦克尔公理系统的相对相容性。这和以后科 

恩(P. C o h e n )利用力迫法证明的非选择公理以及非连续统假 

设和策梅洛-弗伦克尔公理系统相对相容的结果一起成了现代 

公理集合论的独立性证明的样本。

哥德尔第一不完全性定理证明中的一个重要步骤是分析 

可证明语句的计算复杂性。哥德尔证明了在一个相容的、包 

含了弱算术公理的、可判定的公理系统中，所有可证明语句 

的集合是不可判定的，所以一定存在一个不在这集合中的语 

句使得这语句的否定也不在这集合中。为了完善对可判定性 

的描述，丘奇(A. Church),图灵(A. M. Turing)等提炼出递 

归函数和图灵可计算性等概念。对这些概念的深入研究促发 

了递归论的产生和发展。

数理逻辑是一个广泛的领域，以上四个分支并不包含所 

有数理逻辑的内容。另外如多值逻辑、模糊逻辑、模态逻辑 

等，都是数理逻辑有趣的组成部分。

(执笔：金人麟 校阅：史念东)

1.1 模 型 论

模型论［model theory］ 数理逻辑的一f-分支，它主 

要研究形式语言及其在模型中的语义解释之间的关系。例如， 

群论公理是形式语言中有关一个乘法符号•和一个常元符号 

e 的三个语句，即 ① Vx(x - e =  x)；② - y =  e)； 

③ V a r V y V z Q -y) - z = x -  (y - z))o关于群论公理的一个模型 

则是一个具体的群，如整数加群、正方形可逆矩阵乘法群、n  

个元素上的置换群等。群论公理在一个群，如可逆矩阵乘法 

群中的解释可以叙述为：① e 是一个右单位矩阵；②对每个 

可逆矩阵都存在一个右逆矩阵；③矩阵乘法满足结合律。模 

型论中的基本定理有哥德尔完全性定理、紧致性定理、勒文 

海姆-斯科伦定理等。

从 2 0世纪初以来，模型论得到了蓬勃发展，而且模型论


